
den hiiheren Zusammenhang kompakter l ume und 
eine Klasse von zusammeMmngsWeuen Abbildungen. 

Von 

L. Vietoris in Wien. 

Den Begriff der eindeutigen stetigen Abbildung einer Menge K auf 
eine andere R kann man schrittweise einengen, indem maD fordert, dab 
das Gesamturbild, d.i.  die Menge aller Urbilder jedes Punktes yon R 
zusammenh~ngend, da6 sie ein/ach zusammenh~ngend sein sell, da6 sio 
die 0-re, 1-re, 2-re, . . . ,  n-re Zusammenhangszahl (in verschiedenen genau 
anzugebenden Bedeutungen) gleich 0 bat. Wit wexden unter anderen 
weitergehenden S~itzen zeigen, da6 diese Abbildungen, auf kompakte ab- 
geschlossene Mengen angewendet, die 0- re, 1 - re, 2- re, . . . ,  n- ge Zusammen- 
hangszahl ungei~ndert lassen, bzw. die (n ~ l ) - t e  nicht erhShenl). 

Dazu wollen wir zuerst die topologischen Begriffe, deren Verhalten 
gegeniiber diesen besonderen stetigen Abbildungen wir betrachten werden, 
auf dem Boden der kombinatorischen Topologie genau gefa~ zusammen- 
stellen, dann in die Topologie der Punktmengen iibertragen und schlie~- 
lieh uusere Si~tze ableiten. Wenn wit anfangs vielfach Bekanntes dar- 
stellen, so geschieht das, um angesichts der noch nicht gefestigten Ter- 

~) Diese Untersuehungen gehen von einer mfindlichen Bemerkung Brouwers aus, 
da~ diese Invarianz, die ich in meiner Abhandlung .Uber stetige Abbildungen einer 
Kugelflgche" (Prec. Amsterdam 29 (1926), S. 443--453) fiir die dorr definierte 
Henkelzahl und n = 0 beweise, auch ffir die yon ihm (Math. Annalen 72, S. 422-425) 
eingeffihrte Vielfachheit der Basis der Zyklosis gilt. 

DaB die Voraussetzungen fiber die Gesamturbilder zur Erzwingung der In- 
varianz der 0-ten bis n-ten Zusammenl~ngszaM naturgemi~6 sind, sieht man un- 
mittelbar in jenen F~illen, we eine Menge auf einea einzigen Punkt abgebildet wird, 
Da6 die ( n +  1)-re Zusammenhangszahl grSBer werden kann, wenn die genanntS~ 
Voraussetzungen nicht vSllig erfiillt sind, sieht man, wema man eine Kreisseheibe elm 
deutig ste~ig so auf elne Kugel abbildet, dab dem l~ndkreis a) ein (mit Ausnahme 
der Endpunkte) doppelt gelegter Bogen, b) ein Pankt entspricht, trod die Abbildung 
sonst eineindeutig ist. 
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mino]ogie den nachfolgenden Ausfiihrungen die nStige Eindeutigkeit zu 
geben uud den absolut kombinatorischen Standpunl~, yon dem wir aus- 
gehen und der gerade flit dss Gelingen der Ubertragung in die Punkt- 
mengenlehre entscheidend ist, scharf zu betonen. 

I. Kombinatorisehe Grundlage. 

Wir verstehen unter einem n-dimensionalen Simplex ~qn eine Menge 

Punktetripeln, . . .  und schlie/~lich dem ei~en Punkte-(n q-1)-tupel, welche 
man aus ihnen bilden kann. Jedes aus einem Teil der Punkte eines 
Simplex gebildete k-dimensionale Simplex heifle eine k-dimensionale Seite 
desselben; flit k = 0, 1 verwenden wir wie iiblich die Namen Ecke und 
Kante. 

Unter einem (simplizialen) Komplex verstehen wit eine endliche 
~enge yon Simplizes (Teilsimplizes), von denen keines eine Seite eines 
anderen ist, im Verein mit allen Seiten dieser Simplizes. Dabei lassen 
wit auch zu, dab die Teilsimplizes mit Vielfachheiten behaftet auftreten. 
Ein Komplex heist n-dimensional, wenn die Dimension seines hSchst- 
dimensionaten Teilsimpexes n ist; er hei~t homogen n-dimensional, wenn 
alle Teilsimplizes die Dimension n haben. 

Der Komplex aller (n -- 1)-dimensionalen Seiten eines n-dimensionalen 
Simplexes heil3t der Rand desselben. 

Der Komplex aller jener (k -- 1)-dimensionalen Simplexe eines homo- 
genen k-dimensionalen Komplexes C, welche Sei~en einer ungeraden An- 
zahl yon Teilsimplexen von C sind, heifit der Rand dessetben. 

Ein homogen n-dimensionaler Komplex ohne Rand heiBt ein n-di- 
mensionaler Zykel. 

Under der Summe zweier Komplexe KI, K 2 verstehen wit die Menge 
aller Teilsimplizes yon K 1 und yon K~, jeden so oft gerechnet, als er in 
K z und K~ zusammengenommen vorkommt. Wit schreiben die Kongruenz 
K~= K~ (rood2), wenn K, mad K~ diesetben Teilsimplizes haSen mad 
deren Vielfachheiten modulo 2 iibereins~immen. 

Sind C1, C~, . . . ,  C, k n-dimensional~ homogene Komplexe mit den 
R~ndern R~, R~ , . . . ,  Rz, , die nile oder mlrn Tell auch leer sein kSnnen~ 
so besteht zufolge der Definition" des Randes zwischen dem Rand 
R(C~ -b C~ + . . .  A- C,) and den" R~ndern R(C~), R(C~), . . . ,  R(CT, ) die 
Beziehung 

R(C  + + . . .  + R(V ) + . . .  + R(V )moa2. 
Ist K~ = K~ (rood 2), so sind K~ und K~ zugleich Zykel oder keine 

Zykel. Sind K z and K~ Zykel, so ist aaeh _K z -[-K~ und je~er aam~t, 
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modu/o 2 kongruente Komplex ein Zykel. Weil nun der Rand jedes 
n-dimensionalen Simplexes ein ( n -  1)-dimensionaler Zykel ist, hat daher 
jeder homogen n-dimensionale Komplex einen (n -- 1)-dimensionalen Zykel 
als Rand. Dabei rechnen wie den leeren Komplex als Zykel betiebiger 
Dimension. 

Umgekehrt ist jeder n-dimensionale Zykel C modulo 2 ghich dem 
Rand eines homogen (nq-1)-dimensionalen Komptexes K. Man erh~lt 
ein solches K als den Komplex jener (n-~-l)-dimensionalen Simplexe, 
welche einen Iestgew/~hlten (unter den Eeken yon C vorkommenden oder 
nieht vorkommenden)Punkt  p mit allen p nieht als Ecke habenden 
n-dimensionalen Seiten yon C verbinden. 

Ist R (~-1) der Rand einer Seite S (~) (k-dimensionaler Simplex) des 
Komplexes C, dann sehreiben wit R(k-1)~.~ 0 in C (homolog 0 in C), 
wobei der Zusatz in C, weun er selbstverst;/mdlieh ist, aueh weggelassen 
werden kann. Ferner soll fiir irgendwelehe Komplexe Dx, D,  aus ,/)1 ~ 0 
in C und D~ ~ 0 in C' aueh ,D~ § D~ ~,~ 0 in C' Iolgen und aul~erdem 
aus ,K~ -~ /Q mod 2 und Kx .~ 0' auch K e -~ 0. Ffir K1 § K~ -~ 0 sehreiben 
wit aueh K~ ~.~ K s. 

Wit betraehten nun Iiir K x ~  K~ die Operafionen ,-~-K~" und 
, §  K~" als dieselbe Operation. Die Gruppe aller Additionen yon n-di- 
mensionalen in einem Komplex K gelegenen Zyklen ist kommuta~v und 
endlich und mSge die n-re  Zusammenhangsgruppe heil~en. Jedes ihrer 
Elemente hat die OMnung 2. 

Gibt es nun in einem Komplex C s k-dimensionale Zykel 
C 1, C~, . . . ,  5'8, zwisehen denen keine IIomologie + a s § ... + 0 ,  0 
in C besteht, w/ihrend zwischen mehr als s derartigen Zyklen eine solche 
immer besteht, dann nennen wit s die k-te Zusammenhangszahl yon C. ~) 

Erklgrt man als Zykel nullter Dimension jede gerade Anzahl yon 
Punkten, zwischen denen keine Kanten, F1/ichen, . . .  definiert sind, so ist 
die 0- te  Zusammenhangszahl die Komponentenzahl vermindert ~]m 1. 

Poincar6 s) verwendet in seinen Homologien orientierte Zykel. Um 
sie zu erhalten, ersetzen wir in unserer Definition des Komplexes die (nichf 

2) Diese Zusammenhangszahlen sind, abgesehen davon, daft wir sie nm 1 kleiner 
nehmen, genau die yon O. Veblen [An application of modular equations in analysis 
situs. Am. Trans. 14 (1912), S. 86-94], O. Veblen und J. W. Alexander [Manifolds 
of n dimensions. Am. Trans. 14, S. 163-178], O. Veblen [Analysis situs. Cambridge 
Colloquium 1916] eingefiihrten. Wir haben nut die Definition derselben yon der 
Darstetlung dutch Matrizes losgelSst. Sie kSnnen als die genaue Fassung der yon 
Rie~aann, Fragment aus der Analysis Situs. Werke, S. 479--482 eingeffihrten Zusam- 
menhangszahlen getten. 

s) Analysis situs. Journ. Ec. PoL (2) 1 (1895) und Compl. 1. Rendicon~ Palermo 
13 (1899), S. 285--343. 
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orien~ierCen) Simplizes dutch o~,~m~icrt~ Simplizes, wo wider ein Komptex 
einen Simplex beliebig ofl~ in der einen Orientiemng und mlgleich beliebig 
oft in der andern Orientiextmg enthalten daft. (Dersetbe Simplex in zwei 
verschiedenen Orientierungen gilt ats zwei verschiedene Simplexe.) Der 
Summenkomplex ~1 ~-K~ enth~ilt jeden orientierten Simplex so oft als 
Teilsimptex, als er in K 1 und K~ zusammen als Teilsimplex vorkommt. 
Als Rand e, ines orientierten n-dimensionalen Simplex [a 1, a s, . . . , a~+l ]  
verstehen wir den Komplex der orientierten (n --1)- dimensionalen Sim- 
plexe [a.~, a s , . . . ,  a ,+l] ,  [a 3, a , , . . . ,  a~+~, a~], . . . ,  [a~, a~, . . . ,  an]. Aus 
der Festsetzung, da~ [a 1%] und [a s a~] einander entgegengesetzt orientiert 
sind, folg$ da~n, dal~ [al, as, as , . . . ,  a.+l]  und [as, a~, a s , . . . ,  an+~] ent- 
gegengesetzte Orientierungen haben. Als Rand eines homogenen n-di- 
men~ionalen Komplexes K erkl~ren wir jenen (n -- 1)-dimensionalen Kom- 
plex, der jede ( n -  1)-dimensionale Seite yon K genau ( p -  q)-fach ent- 
h~ilt, wenn diese dem Rand yon p n-dimensionalen Seiten yon K in 
ihrer eigenen, q n-dimensionalen Seiten yon K in der entgegengesetzten 
0rientierung angehSrt. Wieder wi~d der Rand R (~-I) eines in einem 
Komplex C liegenden Simplexes als homolog 0 erkl~r~ (R(~-I)~ 0 in C) 
and ebenso alles, was daraus durch Summenbfldung entsteht. Schliel~lich 
heil~t K 1 mit K s auch homolog, wenn flit jeden Simplex die Vielfachheit, 
mit der er in K~ positiv orientiert, vermindert um die Vieliachheit, mit der 
er in K1 negativ vorkommt, gleioh der entsprechenden Zahl beziighch K~ ist. 

Die Gruppe der Additionen orientierter in C gelegener/r 
Zykel heine die k-re Homologiegruppe von G. Dabei ge!~n ,-~-K~" 
und ,~-K2" als dasselbe Element tier Gruppe, wenn K1 ~ K~. ist. Die 
Maximalzahl beziiglich dieser Homologien linear unabh~.ngiger /r 
sionaler Zykel in C, vermehr$ um 1, definiert Poincar~ als k-re Bettische 
Zahl von C. Die k-ten Torsionszahlen 4) Poincar~s sind die Poinvar~schen 
Zah/en 5) der ]c-ten Homologiegruppe. 

Der Fundamentalgruppe liegt .der Begriff der Wegaddition zugrunde. 
Dabei bedeutet, so lange wir yon Komplexen reden, ,Weg yon a nach 
b" soviel wie ,Streckenzug von a nach b". Ein gescMossener Weg heil]t 
~lUivalent 0 in (7, wenn er entweder ganz in einer (simplizialen) Seite 
yon C hegt oder Snmme yon lauter derartigen Wegen ist. Ferner soll 
jeder Weg A -~- B -{- C -{-... -{- K dutch Weglassen irgendwelcher mit 0 
aeluivalenter Summanden in eiaen ~iqaivalenten Weg iibergehen~). 

") CompL 2. eroe. Load. Math, So~. 32 (1901), S. 277-308; Compl. 5~ Ram]. 
PM. 18 (1904), S. 45--110. 

~) Im Sian yon Tietze, Moaa~sh. s . ~ h .  Phy~ 19 0908), S, 62. 
~) Diese Festsetzungen kommen darau~ hinaus, zwei ~egv A,. B m i t  denselben 

Anfan~ und Endl~unkten als ~luivalent in r anznseh~u, wenn es in C e'i~en~o~i~- 
~athem~isc~e ~.nnalen. 97. ~0 
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Ist nun o ein fester Punkt in C, so bilden die Additionen aller Wege 
in C von o nach o eine Gruppe; sehen wit die Additionen ~quivalenter 
Wege als dieselbe Operation der Gmppe an, so erhalten wit die Funda, 
mentalgruppe von C. Sie ist, wenn C zusammenhgngend ist, yon der 
Wahl des Punktes o unabtg~ngig. 

1I. Ubertragung auf beliebige kompakte BKume. 

Wir sagen, ein Komplex C liege in einer Menge M, wenn seine Ecken 
in M liegen. Ob in M z. B. zu jeder Kante [a b] von C, die ja nut als 
Punktepaax erklgrt ist, eine stetige Verbindung zwischen a und b besteht 
oder nicht, ist uns dabei gleichgiiltigT). 

Ist S der Rand eines Simplex beliebiger Dimension, dessen Kanten 
~< e sind, daun schreiben wir S ~,~ 0. Ein in M liegender Zykel C hei$o 

E 

in M e-homolo9 O, C ~  0 in M, wenn er mit einer Summe von lauter 
in M liegenden Simplexr~kndern mit Durchmessern < e im obigen kombi- 
natorischen Sinn homolog ist. Dabei verstehen wit diese Homologie flit 
nicht orientierte Zykel modulo 2, flit orientierte Zykel im Sinne der Homo- 
logien Poincar6s. 

Die Addition des Rarities R (~) eines (k @ 1)-dimensionalen Simplexes 
zu einem k-dimensionalen Zykel C (~) heiBe eine e-Abdnderung von C '~), 
wenn R(~)~ 0 istS). Wir schreiben fiir C~ k ) -  C2 (~) ~ 0  auch C~k)~ C~ ~. 

Wir nennen die unendliche Folge $' yon k-dimensionalen Zyklen 
C 1, Ce , . . .  eine Fundamentalfolge in M, wenn die Kantenl~nge yon C~ 
mit wachsendem m gegen 0 konvergiert und es zu jedem e > 0 ein n~ 
gibt, so dab C~ ~ C~ in M ist9), sobald n~ > n~ und n. 2 > n~ gilt. Die 
Fundamentalfolge F heiBe e-homoIog 0, wenn es ein n~ gibt, so dall 
C~ ~ 0 flit n > n~ gilt. F heille eine NuU/olge, F,~ 0, wenn F ~  0 fiir 
jedes ~ gilt. 

Sind {C~} und {D~.} Fundamentalfolgen, so ist {C~ -4- D,} wieder eino 
Fundamentalfolge. Wir erkl/ixen sie als die Snmme {C~}-f-{D~.}. Ist 
{ C,} .~ 0 und {Dj} ~,. 0, so ist auch {C, } -}- {D~} ~,~ 0. Wit erkl~ren 

tierten, ~nfach zusammen]~ngenden Komplex gibt, dessen Rand B - - A  ist. Poincar6 
vertangt (Analysis situs, S. 62) blo•, dab B - - A  ~ 0 in U sei, was zu wenig ist und 
in Widersprueh zu seinem sonstigen Text steht. 

~) Denselben Standpunkt nimmt P. Alexandroff ( Zur Begrfndung der n- dimensio" 
nalen mengentheoretischen Topologie, Math. Annalen 94, S. 296--308) eim 

s) Dieser Begriff der z-Abgnderung ist ffir Zykel analog, ffir Wege (siehe weitor 
unten) iibereinstimmend mit dem yon Brouwer a. a. O. gegebenen. 

o) Dabei vel~w~hen ~rir die Zeiohen ~ und -b ~ nicht orientiea~e Zykd 
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{v,} {Dj},  we= {C,}--  0 {v,} ~ {DA,  

Die Gruppen dieser beiden Additionen mSgen die k-re Zusammerb 
hangsgruppe, bzw. die k-te  Homologiegruppe yon M heillem 

In derselben Weise erkl~ren wit die Fundamentalgrappe yon M. Wit 
iibernehmen yon den Komplexen die Wegaddition, wobei wit bier anstat~ 
der gewShnlich be~achteten kontinuierliehen Wege die obigen diskonti- 
nuierlichen Wege verwenden. Nun heine ein gesehlossener Weg ~ 0 ,  wenn 

g 

er ganz einem Simplex angehSrt, dessen Kanten < e sind. Dann erkl~ren 
wir analog zu den Fundamentalfolgen von Zyklen Fundamentalfolgen yon 
Wegen, die Addition dieser Fundamentalfolgen und die Xquivalenzen 
zwisehen ihnen. SchlieBlieh nehmen wit in M einen festen Ptmkt o an 
und erhalten in der Gmppe der Additionen yon Fundamentalfolgen yon 
ge~chlossenen Wegen, die o als Anfangs- und Endpunkt haben, die Fun- 
damentalgruppe yon M beziiglich o. Dal~ sie yon der Wahl des Punktes o 
auch dann nieht unabh/ingig zu sein braucht, wenn M ein Kontinuum 
ist, zeigt das folgende Beispiel 9a). 

Wit denken uns im Einheitsquadrat auf der unteren Seite die be- 
kannte nirgends dichte perfekte Menge Cantors, sie heine C, eingetragen 
und in jedem ihrer Punlrte das Lot yon der L ~ g e  1 erriehtet. Nun 
identifizieren wit den unteren Endpunkt (x, 0) jeder solehen Strecke mit 
dem oberen Endpunkt (f(x), 1)einer andern dieser Streeken, wobei f(x) 
auf C folgendermaBen definiert ist (wir schreiben triadiseh): 

Fiir 0 ~ x ~ O , 1  
. 0,2 < x = < o , 2 1  
, 0,22 ~ x s  
, 0,222_~ x_~< 0,2221 

ferner sei f (1)  ~- 0 .lo) 

sei f ( x ) =  x + 0,2 
. f( )=z+o,12 - 1  
, f(x)--= x +  0,012 -- 1 
. f ( x )  = x + 0 , 0 0 1 2 -  1 usw. 

f (x)  ist eineindeutig und umkehrbar stetig in G. Durch~die Identi- 
fizierung entsteht aus C ein (unzerlegbares) Kontinunm K. Als Abstand 
~weier identifizierter Punk~ gilt nun 0, w~hrend sonst als Abstand zweier 
Punkte a, b yon K das auf Grand dieser Festsetzung bestimmte 
rain (~-~-+-x 1 x2 ~ . . . - { - x ~  b) fiir beliebig viete Pnnk-~ ~ aus K erkl~a~ 
sei. In K gibt es zu jedem e (einclimensiona[e) ~.Zykel, die nioh~e-homolog 

9,) Dieses Beisplel iiberschI~g~ der Leser zun~Jlst am besten, ~m im Zusammen- 
hang nieht gest~Srt zu werden. 

to) In Worten l~l]t sich dies so ausdrficken: Wir iden~ifi.~ieren die linke l t~fte  
der Menge dot unteren Endpunkte gleichsinnig kongruent mit der .r~hten obel~n 
Halfte ~. i)azm vo~ den fibrigbleibonelen Eudpunktmengen wieder die llnke u n ~  
E[~lfte gleichm~g kongruent mit der reehten oberon usw. 

80" 
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0 sin& Je kleiner abet ~ ist, desto ~ r  muB der Zykel in K ,,herum. 
laufen". Well wit yon den Zykeln einer Fundamentalfolge verlangen, da~ 
-ihre Kantenl~nge gegen 0 konvergiert und zwei hinreichend feine orien- 
tierte Zykel, die verschieden oft herumlaufen, voneinander einen Abstand 

�89 haben, gibt es daher in K auger Nullfolgen iiberhaupt keine Fun- 
damentalfolgen yon orientierten eindimensionalen Zyklen; d.h. die Homo- 
-logiegruppe yon K enth~ilt nut die Einheit. Dasselbe gilt auch flit die 
Fundamentalgruppe beziiglich jedes Punktes o yon K. Wenn wir abet 
zu K noch einen mit K sonst fremden Bogen yon ((),0) nach (0,1) hin- 
zufiigen, so hat die Fundamentalgruppe des s~ entstandenen Kontinuums 
K* bezfiglich (0,()) eine einfache Basis, die Fundamentalgruppe beziigtich 
des Punktes (1,1) eine 0-fache Basis. 

Die Fundamentalgruppe eines kompalrten Kontinuums K ist abet 
sicher dann vom Anfangspunkt o unabh~ingig, wenn es zu irgend zwei 
Punkten a, b aus K eine Fundamentalfolge F(a ,  b) yon a mit b verbin- 
denden (kombinatorischen) Wegen gibt. Ordnet man n~mlich jedem Ele- 
ment X der Fandamentalgruppe (~ von K beziiglich a das Element 
-- F ( a b ) + X + F ( a b )  von ~b zu und umgekehrt jedem Element 
. F ( a b ) -  Y- - .F(ab)  yon (~  zu, so erh~ilt man eine eineindeutige Zu- 
ordnung yon (~  auf (~,  welche die Gmppenrelationen von (~  in die 
yon (~ iiberfiihrt. 

Insbesondere ist die Fundamentalgruppe in jenen kompatrten Kon- 
tinuen yore Anfangspunkt unabh~ingig, in denen irgend zwei Punkte durch 
einen Bogen verbindbar sind, unter anderem also in im Kleinen zusammen- 
hEngenden kompakten Kontinuen. 

Im allgemeinen Fail unterscheiden wit mehrere (auch unendlich viele) 
Fundamentalgmppen. 

Man sieht auf Grand der gleicbm~iBigen Stetigkeit der topologischen 
Abbildungen in kompakten R~umen Ieicht ein, dab die Zusammenhangs-, 
Homologie- und Fundamentalgruppen kompakter Kontinua topologische 
Invarianten sind11). 

Der in III zu beweisende Satz (8b) geht /ibrigens beziiglich der Zu- 
.sammenhangs- und Homologiegruppen viel weiter. 

(1) Die Zusammenhangs-, Homologie- und Fundamen~atgruppen einer be- 
liebigen -Menge eines.me~rischen Raumes k6nnen als vollst~ndige ~) me~rische 
RS, ume aufgefaBt werden. Man hat nut als Abstand zweier Fundament~l- 
"folgen $'2--{ On, 6'2, ""-} und $'~= {D1, D~, . . .}  die untere Grenze aUer 
Z ahlen e > 0 zu erkl~ren, flit welche $', ~ ~ gilt, d .h .  flit welche bei 

**) Diese Invarianz gilt in nicht kompak~n abgeschlossenen Mengen nicht. 
*~) Hausdorff, Grundziige, S. 815. 
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hinreiehend gro~em i Ci ~ D~ ist. Ffir die Fundamentalgruppe~ haben wit 

=" s~a~t , ~" zu schreiben. 

Entsprechend der Endlichkeit der Zusammenhangsgruppe in Kom- 
plexen giI~ bier: 

(2) Die n-Is Zusammenhangsgruppe einer kompa~en abgeschlossenen 
Menge M ist /itr ]edes n kompa~ und abgeschlossen. 

Zum Beweis zeigen wit mm~,chst: 

(3) In einer kompakten abgeschlossenen Menge M gibt es zu einem 
/esten n und vorgegebenem e nut endlich viele paarweise nicht e.homologe 

nicht orientierte n-dimensionale ~.Zykel. 
8 

Wit woden nicht behaupten, dal3 in (3) das -~ dutch keinen grS~eren 

BruchteiI yon e ersetzbar ist. 

Um (3) einzusehen, w~hlen wit in M eine endiiche Menge A yon 
Punkten a,  so dal~ jeder Punl~t yon M yon mindestens einem a einen 

8 
hbstand < ~ hat. Nun sei C ein beliebiger nicht orientierter n-dimen-. 

sionaler ~-Zykel in M. Sind nioht alle Ecken yon C Punkte yon A, 

so w~hten wit zu einem Punkr c yon C -  A einen Punk-t avon A, der 

yon c einen _~_bstand < ~ hat. Sind $1, S:, . . . ,  S~ die in c mlsammen- 

stoBenden n-dimensionalen Seiten yon C, so seien R1, R ~ , . . . ,  R~ die 
R~nder der (n-~-1)-dimensionalen Simplizes, welche a als eine Ecke 

and S~, S~, . . . ,  S~ als gegeniiberliegende Seiten haben. Bilden wir 
C .~ R 1 ~ R~ ~ . . .  ~ R~ und Iassen wir daraus S I, S~, . . . ,  S k, die sowohl 
als Seiten yon G als auch yon R~, R ~ , . . . ,  R~ vorkommen, je zweimal 
weg, dann erhalten wir einen mit C e-homotogen Zykel C 1. Die Kanten 

yon (71 sind, soweit sie unge~indert geblieben sind, < ~, w~hrend die yon 

a ausgehenden neuen Kanten yon C~, welohe an die Stelle der von c aus-  
2v  

gehenden Kanten getreten sind, ~ -~ sind. Sind nun nicht alle Eeken yon 

Cx Punkte yon A, so ii, ndern wit Cx analog ab usw. Dabei wird eine Kante 
yon ~ hSchstens z~reimal abge/indert, well sie nut zwei Endpunkte hat. 

Nach der ersten _~nderung ist sie noch < 2_~.~ nach der zweiten ~ ~. 
8 ~ 

D. h. die Xnderungen, welche wir an (7, (71,.-- nacheinancler vornehmen, 
sind immer e-_&b~nderungen, m. a .W.  die hinzuaddierten R~ haben lafiter 
Durchmsser ~ e, und wi.r gelangen schtieBtich zu einem Zykel C * ~ ,  

dessen s~mtliche Ecken in A tiegen. Soleher Zykel gibt es abet nut endlidh 
viele, womit (3) gezeig~ ist. Aus (3) gewinnen wir leicht: 
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(4) In  einer kompakten abgeschlossenen Menge M gibt es zu einem 
/esten n und vorgegebenem e > 0 nu t  endlich vide, paarweise nicht e-homo. 
lpge FurMamental/olgen yon nicht orientierten n-dimensionalen Zyklen. 

Denn in jeder Fundamenta]/olge sind yon einem gewissen Element an 
alle folgenden untereinander e-homolog. 

Es ist nut eine andere Art, (4) auszudriicken, wenn wit sagen: 

(4) Die n-re Zusammenhangsgruppe einer kompakten abgeseMossenen 
Menge ist fiir jedes n total beseht~kt~s). 

Da ein total beschr~inkter vollst~indiger Raum kompakt ist~), ergibt 
sich aus (I) und (4) unmittelbar (2). 

Fiir die Homologie- und die Fundamenalgmppen gelten die zu (2), 
(3), (4)analogen S~tze nicht, entsprechend der Tatsache, dab diese Gruppen 
in Komplexen im allgemeinen yon unendlicher Ordnung sind. Dagegen kann 
man noeh die folgenden S~itze (3'), (4'), (3"), (4") behaupten. 

(3') Ist M eine kompa~e  abgeschlossene Menge, so gibt es zu einem 
/esten n und vorgegebenem e > 0 eine natiirliche Zahl s, so daft zwischen 

irgend s in  M liegenden n-dimensionalen orientierten ~ .  Zyklen Oa , C~, . . ., Q 

eine e-Homologie a~ C a + a~ 0~. + . . .  -~- a~ 08 ,~ 0 besteht. 

Der Beweis verl~iuft wie der yon (3). Man hat nur (7 als orientiert 
vorauszusetzen und die Ab~inderungen mit H_ilfe von orientierten Simplex- 
riindern R i vorztmehmen. Dann ist 0 "  ein orientierter Zykel und es gilt 
wieder 0" ,~  C. Da A eine endliehe Punktmenge ist, gibt es das be- 
hauptete s fiir A und damit auch flit M. 

Aus (3') folgt sofort (4'). 

(4') Ist M eine kompakte abyeschlossene Menge, so gibt es zu einem 
]esten n und vorgegebenem e > 0 ein s, so daft zwqsche~ irgend s .Funda- 
mental/olgen yon orientierten in M liegenden n-dimensionalen Zyklen eine 
e-ttomologie besteht. 

Einfaeher, weil nur flit Wege (ira obigen kombinatorisehen Sinn), also 
eindimensionale Komplexe, sonst aber vSllig analog verl~iuft der Beweis 

(3") =d W'). 
(3") Ist o ein b~diebiger Punkt  einer kompa~en  abgeschlossener~ Menge M, 

8 so. gibt es zu einem vorgegebenen e > 0 eine endliche Anzahl s yon -~-Wegen 

W 1, W ~ , . . . ,  W,, die alle yon o nach o /iihren, so daft jeder in  M yon o 
8 ~ 

nach o/ rend. Weg W einer  qui tenz + ,L. +. . .  + L 
geni~. 

~) Hausdorff, Grundziige, S. 8I I. 
I*) Hausdor~, a. a. 0. S. 3t4, V. 



(4") Ist o ei~ be~'e~'ger Punkt einer kompakten abgeschlossenen Menge M, 
so gibt es zu einem vorgegebenen e > 0 eine endliche Anzahl s you Furata- 
mental/olgen F 1, P ~ , . . . ,  F~ yon Wegen, die aUe von o r~ch o ~hren,  
so daft ]ede Fundamental/olge yon Wegen, die in M yon o nach o/iihrem, 
einer ~quivalenz F = a 1 F 1 + a 2 F~ + . . .  + % F~ geniigt. 

Nun kSnnen wir leicht zeigen; 

(2') Jede ~ m m e n h a n g s - ,  Homologie- oder Fundamentalrjruppe einer 
kompa~ten abgeschlossenen Menge hat eine kompakte abyeschlossene Basis. 
Diese kann insb~ondere als eine Nu21/olge angenommen werden. 

Es sei also (~ eine solche Grappe. Dana gibt es nach (4), (4'), (4")  
zu jedem e~ eine endliche el-Basis yon Elementen der Gruppe, d.h.  von 
Fundamentalfolgen $I,  F ~ , . . . ,  F~,  so dal~ jedes Element F yon (~ mit 
einer Linearkombination der F i (1 ~ i _~< nl) el-homolog ist. Nun sei 
{F*, F~*, . . . ,  F~*~} eine s~-Sasis von (~. Zu jedem ~*, (1 _< i _< n~) gibt 

. . .  F,*" es ein F ~ = al P1 + a~ P~ + + ~ P~ ~ ~ , bezeichnen wit daher 

F, ~  F*  flit n~ < i ~ n.2 mit Fr so ist {F~, F~, . . . ,  $'~} eine %-Basis 
yon gfi. So fahren wit fiir eine Nullfo!ge e i fort mad erhalten eine Folge 
{ F I , ~ ' ~ , . . . , F , ~ . F ~ + x , . . . , P ~ : , . . . , F , , , . . . ) ,  so dab {Fx, F ~ , . . . , F , k }  
eine %-Basis yon (D ist und aul]erdem $'~ ~,~ 0 ist fiir n~_ x < i ~ n~. xs) 

e k _  ~ 

Nun kSnnen wir jedes Element yon ~ dureh eine unendliche Reihe 
al F~ q- a~ F~ q- . . .  darstellen. Die Gesamtheit der E~ hat eine einzige 
Hgulungsstelle, ngmlich 0. Rechnen wir auch 0 zur Basis, so wird diese 
abgeschlossen kompakt. 

Ein einfaehes Beispiel einer solchen Basis ist folgendes. Wir teiten 
das Einheitsquadrat in neun gleiche Teilquadrate trod lassen das mitttere 
ohne seinen Rand weg, aus jedem der iibrigbleibenden Teilquadrate wieder 
das mittlere Neuntel otme Rand usw. Dadurch erhalten wit die bekannte 
Universalkurve U der Ebene von Sierpi~mkiXO). Ux, U~, U 3 . . .  seien der 
Reihe nach die Umfii, nge der herausgeschnittenen Quackate. Wit ersete~en 
ztmi4chst jedes U~ durch eine Fundamentalfolge yon eindimensionalen 
Zylden {Z,1 , Z,~, . . . }  = P,, yon denen jeder aus U, dutch Unterteilung 
hervorgeht. Dann ist {F~, ~ ,  . . . }  eine Basis im Sinne yon (2'), und zwar 
flit die Zusammenhangsgruppe erster Dimension, wenn wit die Ui nieht 
orientiert, fii~ die Homologiegruppe erstex Dimension, wenn wix die U/ 
orientiert annehmen. 

Die kleinstmSgtiehe Anzahl yon Elementen, welche eine BasJsvon (~ 
auger der 0 haben kann, heil~e die Viel/acM~it. yon ~ .  Sie ist endlich 

~) Es ~ sich auch leicht erreiehen, dab die ~ fiir 0 ~ i ~ ~ voneinander 
ffir jedes k e~-unabh~ingig sin& 

~s) Compt. Rend. 162 (1916), S. 629. 
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oder abzghlbar unendlich und ein Ersatz flit die in Komplexen definierten 
Zusammenhangs- ,  (bzw.)  Bett i schen Zahlen17), 

Man kann aber auch ohne Verwendung yon Fundamentalfolgen yon 
Zyklen derari~ge Zahlen in folgender Weise erklgren: 

Wit sagen, die kompalr~e abgeschlossene Menge M habe eine p-/ache 
]r (nicht orientierte bzw. orientierte) Zyklose, wenn es zu 
jedem hinreichend kleinen e > 0 ein ~$~ ~> 0 gibt, so da~ fiir ~ <: (~ in M 
genau p linear e-unabh~ngige k-dimensionale (nicht orientierte bzw. 
orientierte) ~-Zykel vorkommen. Gibt es dieses p nicht, dann sei ~o als 
Vielfachheit erkl~irt is). 

Die Viel/achheit der nicht orientierten Zy]closis ist gleich der Viel/ach- 
heir der Zusammenhangsgruppe derselben Dimension. 

Denn es sei p die Vielfachheit der betreffenden Zyklose, q die der 
zugehSrigen Zusammenhangsgruppe. Dann gibt es zu jedem hinreichend 
kleinen e > 0 ein 8~ > 0, so daf~ fiir ~ < ~, genau P -~  2 ~ un~ereinander 
paarweise e-verschiedene ~-Zylre] (einscblieBlich der mit 0 e-homologen 
(~-Zykel) in M vorkommen. In gleicher Weise ha~ die Zusammenhangs- 
gruppe Q-~ 2 q verschiedene Elemente. Sind Q miteinander nicht homo- 
loge Fundamentalfolgen gegeben, so haben irgend zwei yon ihnen, F i, F k, 
einen Abstand di~. Ist ~ < di~ und n hinreichend grol], so haben die 
n-ten Zylrel in ~'~ und F k eine beliebig kleine Kantenl~nge und sind nich~ 
~-homolog; d.h. es ist P ~  Q. Nun sei andererseits el > e~ > . . . ,  and 
tim e~ = 0. Zu jedem ~ gebe es ein ~ ,  so dab flit ~ < ~i genau P paar- 
weise e~-verschiedene (~-Zykel A/~, A~, . . . ,  A ~  bestehen; wit kSnnen an- 
nehmen, da~ 5 ~  ~ fiir i < ]cist. Da also A~  auch ein 5-Zykel ist, 
muff es mit genau einem A~z, etwa A~,  e~-homolog sein. Andererseits 
kSnnen keine zwei Zykel A~/~ und A~j: mit einem Zykel Aij ei-homolog 
sein, weil es sonst noch mindestens einen ~-Zykel  A~,~+~ geben mii~te, 
der mit keinem der bisherigen A~ e~-homolog, d .h .  erst recht nicht 
,~-homolog w~e. Die Ai~ und die A~j sind einander also so eineindeutig 
zugeordnet, dal~ zugeordnete miteinander ~-homolog sind, nicht zugeord ~ 
nete nicht. Ist die Zuordnung etwa durch dasselbe j gegeben, so sind 

1~) Wollte man gsnaue Analoga zu Poincar6's Bett/schen Zahlen und den Zu- 
sammsnhangszahlsn von Veblen und Alexander haben, so m ~ t e  man iiberalI noch 1 
addieren. Wir folgen absr in der Z~hlung lisbsr Schl~fli, Klein, Dyek [vgl. die 
Zitate be/ W. Dyck, Math. Ann. 82 (1888), S. 483] und G. Mannoury, Nieuw Archief 
voor Wislrands (2) 3 (1898), S. 126--152. 

is) I)iese Begriffsbfldung ist analog zu der yon Brouwer a. a. O. eingefiihrten 
Basis der Zyklos/s, welche sich in dsrselben Weiss auf die Fundamentalgruppe bezieht, 
wis die oben dsfiniert~n Vislfachheiten auf die Zusammenhangs- und Homologde" 
gruppen. 
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{AI~,A~,r } entspreehend den P-Werten yon j P tmtereinandex 
nieht homologe Ftmdamentatfolgen; d.h. Q ~ P. 

Da$ fiir die orientierten Zykel der entsprechemde Satz nieht gilt, 
sieht man an clem gelegentlich der Einfiihrung der Fundamentalgmppe 
gegebenen Beispiel K. Obwohl die erste ttomologiegruppe yon K nut das 
Einheitsehment enthMt, d.h. nullfach ist, hat K doch eine dnfache ein- 
dimensionah ZykIose ~9). 

HI. Abbildungssgtze. 

Unsere weiteren Betrachttmgen s~iitzen sich auf den folgenden Doppetsatz: 

(5), (5') Ist die kompakte abgeschlosseue Menge K au] eine andere 
eindeutig stetig so abgebildet, daft das Gesamtbild jedes Punlaes y yon 
/iir k - - 0 ,  1, 2 , . . . ,  n -  1. eine O-]ache k-dimensionate, nicht orientierte 
bzw. orientferte Zyklose hat, dann gibt es zu jedem e > 0 u n d e ' >  0 ein 

> O, so daft ]eder in ~ liegende n-dimensionale nicht orientierte bzw. 
orientierte 6-Zyklus ~ dutch ~-Abdnderungen innerhalb ~ in eine~ 
n-dime~ionalen e-Zyklus iiberge/iihrt werden kann, der das Bild (min- 
destens) eines in K liegenden nicht orientierten bzw. orientierten n-dimen- 
sionalen e'- Zyklus ist. 

Wit fiihren den Beweis zunKchst fiir (5), d.h. fiir nicht orientierte 
ZykeI. 

Vorerst brauchen nicht einmal zwei nahe beisammen liegende Punkte 
yon ~ Urbilder zu haben, die auch nahe beisammen liegen. Es gilt abet 
der folgende Hilfssatz: 

Ist die kompakte" abgeschlossene Menge K eindeutig stetig au] ~ ab- 
gebildet, so gibt es zu ]edem e > 0 und e ' >  0 dn  J > O, derar~ daft zu 
jeder Menge ~i ~-~ ~ you einem Durchmesser < ~ ein Punkt Yo besteht, 
so daft ~eder Punkt x yon K, dessen Bild in ~x tiegt, yore Gesamt- 
urbi!d Yo van Yo einen Abstand < e hat und auflerdem Yo yon jed~m 
Punkt yon ~ weniger als e' ent/ernt ist. 

Wit zeigen zungchst, dab es den Ptmkt Yo gibt, wenn el" nieht an 
die durch e' auferlegte Bedingtmg gebunden is~. 

Angenommen, das wgre nicht richtig. Dann g'~be es ein e > 0 und 

n ( - -1 ,  2, 3 , . . . )  eine Menge ~n yon einem Durohmesser < I ,  zu jedem 

zu der kein Punk~ Yo bestiinde, fiir welehen jeder Punkt x yon K, dessert 
Bild in ~ liegt, yon Yo einen Abstand < ~ hgtte. Dann kSnnen wit aus 

19) Das~elbe Beispiel beantwortzt ebenso die analoge Frage bez~glioh der Viel- 
fsehhei~ der Fundsmentalgruppe und der Vielfaehheit der Brouwersehen Bas/s der 
Zykltmis in negativem Sinn. 
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der Folge der ~ eine konvergente Teilfolge ausw/ihlen: ~ ,  ~ ,  . . . .  Sie 
konvergier$, weil die Durchmesser der ~ gegen Null konvexgieren, gegen 
einen Punkt y .  Wegen der Kompaktheit yon K und der Stetigkeit der 
Abbildung hat abet fiir hinreichend grol3es k jeder Punkt des Gesamt- 
bildes 2~ yon ~ k  eine Entfernung yon Y~, die < ~ ist, entgegen der 
Annahme. Also gibt es den behaupt~ten Punkt Yo, so dab jeder Pun'~t 
des Gesamturbildes von ~1 einen Abstand ~ ~ von Yo hat. Ist dann 
und damit e hinreichend klein, so ist wegen der Stetigkeit der Abbildung 
auch YYo < e' flit jeden Punkt y yon ~:~. 

Nun zum Beweis yon (5). 
Ist ~ ~ e o hinreichend klein, so kann ieh fiir beliebig klein vor- 

gegebenes e; zu jeder Kante [y~yk] ~ yon ~ einen Punkt Yi~ in ~ w~hlen, 
so daI~ jeder Punkt von Y~ ~ Y~ einen Abstand <: e; yon Yik hag und 
y~ yon jedem der beiden Punkte Yi, Y~ einen Abstand kleiner :als ein be- 
Iiebig vorgegebenes e x hat. Sind % und e x hinreiehend klein, so kann ieh 
fiir beliebig kleines e~ zu jeder zweidimensionalen Seite [y~yky~] ~ von 
einen Punk~ yr in ~ w/ihlen, so dal3 jeder Punkt der Menge 
Yi ~- Y~ -~- Y~ -~- Y~ -~- Y~ -~- L~ einen Abstand < e; yon Y ~  hat und 
yi~ von jedem der Punkte Yl, Y~, Y~, Y~, Y~, Yi~ weniger als % entfernt 
ist. Sind eo, ex, % hinreichend klein, so kann ich zu jeder dreidimensio- 
nalen Seite [y~ y~y~ y~]s von ~ einen Punkt y ~ ,  in ~ annehmen, 
so dab jeder Punkt von ~ Y i ~ , . ~ Y i ~ +  ~ _ , Y i ~  ( r , s , $ :  1 , 2 , 3 , 4 )  
yon Y~,~r einen Abstand .< e~ hat und y ~ , ~ ,  yon jedem der Pankte 
yr y ~ , ,  y ~ , ~  weniger ats e s entfernt ist. Und so fahren wit fort, bis 
wir schlie~lich jecler n-dimensionalen Seite [y~ y~ .. .  y~,~]~ yon 3 einen 
Punkt y~,~ ..... ~+~ yon ~ zuordnen, der die analogen Eigenschaften ha~. 
Die n-dimensionalen Simplizes [y~, y ~ ,  y ~ ,  . . . ,  y ~ . . . ~ , ~ ] ~  bilden ~) 
nun einen n-dimensionalen Zykel ~ ,  der aus ~ durch e~-, %-, . . . ,  e~- 
Ab/inderungen en~standen ist, wobei fiir hinreichend ldeines ~ Q-< ~, 
% < e, . . . ,  % < e gemacht werden kann. Zum Beweis yon (5) haben wit 
nut noch zu zeigen, dal~ ~ Bild eines e'-Zyklus Z in K ist, sobald 
hinreichend klein ist. 

Dazu w~ihlen wit in jedem Y~ einen Punkt x~. In ]edem Y~ w~len 
wit einen Ptmkt %~, der yon x~ einen Abstand ~ e~ hat, und einen 
Punkt x~,  tier von x~ einen Abstand .< e~ hat. Well Y~ eine 0-lathe 
0-dimensionale Zyklose hat, d.h. zusammenh~.ngend ist, gibt es in Y~ 
einen homogen eindimensionalen e~-KompIex *~ K ~ ,  (lessen Rand das 

" 1 Punktepaar [%~, x~] ~ ist. Zusammen mit den Strecken [x~xi~ ] und 

~o) Gesamturbild einer Menge M ~- Mange aller Urbilder aller Punk~ yon M, 
~) Dabei gilt natiirlich y i ~ =  Y~i' Y i ~ z = Y ~ z = Y ~ z i  =" . . . .  
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[x~xl, i] 1 ergibt er einen homogen eindimensionalen e~-Komplex K~,  
dessert Rand das Paaktepaar [x~x~] ~ Jar. Is$ [yiyl, y~] ~ ein zweidimensio- 

haler Simplex yon 3 ,  so ist K:~ + K1 l~ + K~ ein eindimensionater e~-Zyklus 

i ~t~ w/ihlen wit in ~ einen P,n[~ x*, Z~.  Zu jedem Punk~ x yon Z, t 

der yon x einen kbstand < e,' hat, und erhalten einen Zyktus Zi~l,** in 
dem je zwei benachbarte Punkte einen Abstand < 3e; haben. Well Yi~ 

eine 0-f ache eindimensionale Zyklose hat, ist . t  Zirz, wean nut ~ hin- 
reichend klein is% ffir beliebig kteines e~ Rand eines in Y~ liegenden 
homogenen zweidimensionalen e~-Komplexes ~kz.  Fiigen wir zu K/~ 

* 1  I noeh den dutch Za, z, Z~z mad die Streeken [xz ' ]  1 bestimmten zwei- 
dimensionalen Komplex, den wit uns simplizial zerlegt denken, so erhalten 

Kir,~, dessen Rand wir einen homogen zweidimensionalen e~.Komplex 
Zi~l ~ ist. Nun seien y~, y~, Yz, Y~ vier Eeken eines dreidimensionalen Sim- 
plex yon 3 Die Vereinigung der vier Komplexe "~ ~ 

Zit~m. Zu jeder seiner Eeken x w/ihlen ist ein zweidimensionaler e~-Zyklus 
~wir in Y~r~,~ einen Punkt x*, so dal~ x x * <  ,~ ist, und erhalten einen 
zweidimensionalen ZykIus *~ ' ' Z ~ ,  dessert Kan~enl/inge < e.z + 2 exist. Weft 
Y , ~  eine nultfaehe zweidimensionale Zyklose hat, gibt es, sobald nut 
~ + 2e~' hinreiehend klein ist, fiirbeliebig vorgegebenes e~ einen homogen 
dreidimensionalen e~- Komplex * ~ * ~ K i ~ ,  dessert Rand Z ~  ist. l~iigen wit 

* 3  zu K ~  noeh den durch *~ Z~,~,  Z i ~  und die Verbindungsst~eeken [xx*] ~ 
gegebenen dreidimensionalen Komplex hinzu, so erhalten wix eiaen homogen 
dreidimensionalen ~ -  Komplex K,~m,s dessert Rand Zi~m~ ist. Damit fahren 
wir bis zu den n-dimensionalen Seiten yon ~ fort. Y~, Y ~ , . . . ,  Y6,.~ 
seien die Eeken einer beliebigen mater ihnen. Beim ( n -  1)-~en Schri~t 
haben wit schon die ( n §  homogen (n--1)-dimensionalen s~_~-Kom- 
plexe "-~ konstruiert, deren Vereinigung der ( n -  1)- 

Z "-~ Rand des homogen dimensionale Zyklus Z ~-~ ist. Dabei ist s~...~+~ 
n-dimensionalen e~-Komplexes" K~.. .~,§ 

Nun ist; ~ ein n-dimensionaler Zyklus, d.h. jede ( n -  1)-dimensio- 
hale Seite ist in den Rgndern einer geraden Anzahl seiner n-dimensionalen 
Sei~ea enthalten. Da die Zuordnung zwischen den ( u -  1)-dimensionaten 
Seiten yon 3 trod den Komplexen K~7.~.. eineindeutig ist ~), ebenso die 
zwisehen den ~-dimenaionalen 8eiten yon ~ und den Komptexen K~q~..., 
uad a ~ d e m  K~]7 ~ dean Rand yon K~a,... da~_n und nur ~ann sngehSr~, 
wean dies fiir die en~sprechenden Selma yon ~ zut~ff~, ]st~ such jedes 

zu denken~ sis es zufotge tier Konstruktion verseh_iedene Be~e~r ha*. 
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~kz... in den R~ndern einer geraden Anzahl ,con / t ~ . _  enthalten~ 
d.h .  ~ K ~ r . . .  = Z  ist ein n-dimensionaler Zyklus. Sein Bild~ in der 
zugrunde geleg~n Abbildung von K auf ~ is, ~1. Dabei haben die 

! I l Kanten yon Z LKngen bzw. < ca, < e ~ , . . . ,  < en, d.h.  kleiner als das 
vorgegebene e', sobald ~ hinreiehend klein is,. Da Z natiirlieh ganz in 
K liege, is~ tier Beweis yon (5) beendig*. 

Der yon (5')  ist mit ibm fast gleiehlautend. Man hat nut dem Kom- 
plex 31 jene Orientierung zu geben, die ibm als einer Unterteilung yon 

zukommt, und die Ausfiillung der L5eher, in der der Beweis zur Haupt- 
saehe besteht, mit Hilfe der Voraussetzung, da$ nun die orientierten 
Zyklosen der Gesamturbilder der PunkCe von ~ nullfach sind, (lurch orien. 
tierte Komptexe vorzunehmen, deren Orientierung yon 3 iibernommen wird. 

Aus (5) beweisen wir leicht den analogen Sa~z fiber Fundamentalfolgen. 

(6) Unter den Voraussetzungen des Satzes (5) gibt es zu jeder in 
liegenden Fundamental/olge ~ yon n-dimensionalen nicht orientierten 
Zyklen mindestens eine Fundamental/olge F yon n-dimensionalen Zykleu 
in K ,  deren Bild mit ~ homolog ist (ira Sinn der Zusammenhangsgruppe). 

Es sei e~ > 0, e: > 0 , 1 i m ~  0,1im ' jedem ---- e~ = 0. Wit bestimmen zu 
i = 1, 2, 3, . . .  alas ~ nach Satz (5). ~1, @~, - ' -  sei eine Teitfolge yon ~, 
so alas fiir jedes i ~ ein ~i-Zyklus ist. Dann gibt es nach (5) in K 
einen el-Zyklus B~, dessen Bfld ! 3 ~  is,. Wegen (3) gibt es nut 
enctlich viele unter den B~, die paarweise nieh~ ~-homolog sin& Der 
erste Zykel B~ mit dem unendlieh viele andere B i ~-homolog grad, heil~e DI. 
Der erste Zykel unter den mit D1 �89 B i, mit dem unendlich 
viele dieser (mi~ D~ ~-homologen B~) �88 sind, heifle D~ usw. 
Die Folge D~, Do . , . . .  ist eine der in (6) behaupteten Fundamental- 
folgen ~'. 

Da umgekehrt das stetige Bild jeder Fundamentalfolge eine Funda- 
mentalfolge is,, folgt aus (6) unmittelbar: 

(7) Unter den Voraussetzungen yon (5) is, die n.dimensionale Zu, 
sammenhangsgruppe ~('~) yon ~ das Bild der n-dimensionalen Zusammen- 
hangsgruppe Z ('~) yon K .  

Weft dabei nut Elemente yon Z (") ident~fiziert werden kSnnen, gilt 
weiter: 

(8) Unter den Voraussetzungen yon (5) is, ~ (n) ein Teiler yon Z ('*~. 

Daraus folgt: 

(9) Unter den Voraussetzungen yon (5) is, die n-te Zusammcmhangs" 
zahl yon ~ nicht grSfler als die yon K .  ~)  

~a) Die in Aura. t erw~hnten beiden S~iSze sind eindimensionale Analoga yon (9), 
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Es bleibe dahfnge~t~llt, ob zu den S~itzen (6), (7), (8), (9), in derma 
Beweis (2).eingeht~, die analogen iiber orientierte Zykel beziiglich der 
n-ten Homol6giegmppe gelten. 

Dagegen kSnnen wit, immer unter den Voraussetzungen yon (5), 
bzw. (5'), eine vollst~ndige Analogie flit die Gruppen niedrigerer als der 
n-ten Dimension herstellen. 

Natiirlich gelten (5), (6), (7), (8), (9) auch flit die k-re Zusammen- 
h~ngsgruppe, solange k ~ n i s t .  Wit wollen nun aber au~erdem, und 
zwar sowoM fiir nicht orientierte Zykel, wie fiir orientier~e, zeigen: 

(5b) Unter den Voraussetzunge~ yon (5), bzw. (5') gibt es /i~r k < n 
zu ]edem e > 0 und e ' ~  0 ein ~ ~ 0, so daft jeder in ~ liegende mit 0 
~-homotoge k-dimensionale Zy~lus mit einem k-dimensionalen Zytdus 
in ~ e-homolog ist, der das Bild eines in K mit 0 e'-homologen 
k-dimensionalen Zyklus ist. 

Es sei ni~mlich (~ der in ~ gegebene (nicht orientierte bzw. onea- 
tierte) Zyklus und ~ eine ( k +  1)-dimensionate O-Kette in if, deren 
Rand ~ ist. Da k + 1 ~ n ist, kann ich ~,  genau wie im Beweis yon 
(5) und (5') den Zykel ~,  unterteilen und den in (5 b) behaupt~ten, mit 6: 
e-homologen Zyklus linden. 

(10) Unter den Voraussetzu~en yon(5), bzw. (5') ist jede Eolge E 
in K yon k.dimensionalen ( nicht orientierten, bzw. orientierten ) Zy]den 
( k < n) mit gegen 0 konvergierenden Kantenldngen, deren Bild in ~ eine 
~uU/olge ist, selbst eine Null/olge. 

Es sei ,~ > 0, e~> 0 und ~$~ gem~l~ (5), bzw. (5') bestimmt. Ferner 
sei F =  {(71, C~,. . .} und ~-----{(~x, (~, . . .}.  Fiir hinreiehend grol]es m, 
ist O~, ~ O. Wit w~iJalen aul]erdem m~ so gro6, dal~ die Kantenl~inge 
yon C=~ kleiner als ~ ist. Nun sei ~ eine (k+l)-dimensionale 
~-Ket~e, deren Rand (~m~ ist. Konstruieren wit wie im Beweis yon (5) 
~ ~ ein Urbild P ~  mit der Kantenliinge < e' ,, so kSnnen wir u nter 
den Punkten x~, x~, . . . ,  deren Wahl innerhalb der Y~ ja beliebig war, die 
Punkte yon C=~ verwenden. Da C~ schon ein r~-Zyklus ist, kSnnen wit, 
wetm y~, yq, Yr, - ' -  Ecken einer Seite yon ~ sind, die Zwischenschalttmg 
yon Punkten y~q, y~q, , . . ,  unterlassen. Dadurch erhaltea wit O=, setbs~ 
als Rand einer in K liegenden homogen k-dimensionalen e/-Komp!exes; 
d. h.. es ist G~ ~,  0. 

~Wegen (5b) k6nnen wit aber zu jeder Fundamentalfolge ~ in ~ von 
/c-dimensionalen Zyklen eine andere mit ihr homologe Fundamental- 
-fotge ~* fmden, welche Bild einer Folge E* yon in K Iiogenden k.dimen- 
~ionalen Zy]den mit gegen 0 konvergierender Kantenl~nge ist. Es sei 
{G~, (7,, .... } eine beliebige Teitiolge yon/V*.  I ~  Bild in ~ sei 
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wegen (I0) aueh {C, -- V,, ~ --  V,, . . .} .  Da {6'i, 0 , ,  . . .}  abet eine 
beliebige Teilfolge yon $'* war, ist /e* eine Fundamentalfolge. 

Wit kSnnen also behaupten: 

(7 'b)  Unter den Voraussetzungen yon (5") i~i ~ r  t~ < n die k-re 
Homologiegruppe yon ~ das Bi ld  der k-ten t tomologieg~ap~ you K .  

Da nun wegen (10) zwei Fundamentaliolgen $'1, Fe yon /~-dimen. 
sionalen Zyklen in K, deren Bilder ~1, ~e mite'inander homolog sin4~ selbst 
homolog sind, kSnnen wir sehlieBlich sagen: 

(Sb) Unter den Voraussetzungen yon (5), bzw. (5') ist /iir k < n die 
k-re Zusammenhangsgruppe bzw. die k-te Homologiegruppe yon ~ mit der 
yon K identisch. 

die Vielfachheit der Zyklosis lassen sich die nachfolgenden zu 
(8b) und (9) analogen S~itze (8c )und (9c )  auf Grund yon (5), bzw. (5') 
ohne Verwendung von (2) und datum fiir orientierte wie nicht orientierte 
Zykel zugleieh nachweisen. 

(8 e, 9 c) Unter den Vor~ussetzungen yon (5), bzw. (5') ist die Viel. 
/achheit der k-dimensionalen nicht orientierten, bzw. orientierten Zyklosis 
yon ~ /iir k < n genau gleich, /iir k = n 7uichstens gleich der yon K. 

Es habe also K eine m-fache n-dimensionale Zyklose. ~ ~ 0 sei 
beliebig gegeben. Wir nebmen e 1 ~ 0 so an, dab zwei PunkCen yon K, 
deren Abstand ~ e 1 ist, in ~ immer zwei (mSglieherweise zusammen- 
fallende) Punkte mi~; einem Abstand ~ e ent~predhen. Ist e 1 auBerdem 
noch hinreichend klein, so gibt es ein e ' ~  0, so dab in K genau m 
voneinander linear el-unabh~ingige e'-Zykel bestehen. Wit bestimmen nun 

nach (5), bzw. (5').  Zu irgend r ~-Zyklen 3 1 , & ,  . - . , &  in gibt es 
laut (5), bzw. (5')  r Zykel 3",  3 " , . - - ,  3" ,  welehe mit 31, ~ , - - ' ,  3~ 
e-homolog sind und Bilder von in K liegenden n-dimensionalen e'-Zyklen 
sin& Da in K nut m linear el-unabh~ngige e'-Zykel vorkommen, sind 
aueh hSchstens m yon den Zyklen ~*  und damit von den Zyklen ~. linear 
e- unabh~ngig. 

Nun babe fiir k < n ~ eine r-fache k-dimensionale Zyklose. Wit 
wollen zeigen, dab auch K keine grSBere haben kann. 

e > O, e ' >  0 seien beliebig vorgegeben und 6 nach (5), bzw. (5*) 
gew~hlt. In K seien nun s > r k-dimensionale ~/-Zykel Z1, Z~, . . . ,  Z, 
gegeben, wo ~ < e' und so klein sei, dab zwischen den Bildern ~1, ~ ,  " '"  ~* 
eine 6- Homologie 3 = el ~i  -~- a~ ~z -~ - . -  -{- a, 3 ,  ~ 0 besteht. ~ sei einv 
(k-~  1)-dimensionale ~-Kette in ~,  deren Rand ~ ist. Dutch e-Untez- 
teilungen yon ~ -kann ich eine (k -{- 1)-dimensionale in ~ liegende e-Ke~t~ 
~ *  linden. Dabei kann ich als die im Beweis van (5).auftxetend~ 
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punkte x~, xe, . . .  die Punkte von Z = r Z 1 ~- % Z~ -~ . . .  -~ ~ Z s w~len. 
Da aul~erdem dieser Zykel schon eine Kantenl~inge ~ e' hat, kann ich 
bei der Konstruktion yon ~*  die Unterteilung yon ~ unterlassen; d.h. 
ist auch Rand von ~*.  Als Urbild P* von ?~* ergibt sich bei dieser 
Konstruktion eine (/~-~l)-dimensionale e'-Kette, deren Rand Z ist. 
Wenn also ~ hinl~inglich klein ist, so sind irgend s ~ r /~-dimensionale 
~-Zykel e'-abh~ngig; d.h. die Basis der k-dimensionalen Zyklose yon K 
ist nicht grSt~er als r .~)  ~) 

IV. Hehr-mehr-deutige Abbildungen. 
Wir kSnuen aus (8b) und (8c) erheblieh allgemeinere und sym- 

metrischere Sitze fiber mehr-mehr-deutige Abbitdangen ableiten, indem 
wit diese uni/ormisiere~z. 

sei eine beliebige Abbildung einer Menge A attf eine Menge B.  
P sei die Menge aller geordneten Paare (~, ~/), deren ~ in A, deren r/ 
in B liegt, also die Produktmenge aus A mad B. ~ mad ~7 heil~en die 
Projektionen yon (~, 7) nach A und B. e6) Die Menge aller Paare (x, y), 
welche in der Abbitdung einander entsprechen ( x ~  y), ist eine Teilmenge 
der Produktmenge mad heil~e R. Die Projektionen yon R aui A and B 
sind (mehr-)eindeutige Abbildungen !l~, ~ mid es gilt ~ ~ - ~ ' ~ s Y )  
~ ] l  und ~ mSgen die uniformisierenden Komponenten von ~ heil]en. 

Sind A und B topologische R~iume, so bflden die Produkte der 
Umgebungen in A mit denen in B ein Umgebungssystem des Produkt- 
raumeseS). Dann sind die Projektionen irgendwelcher Mengen aus P a u f  
A and B nicht nut eindeutig sondern auch stetig. 

Wit nennen nun eine mehr-mehr-deutige Abbildung einer Menge A 

84) Die analoge Behandlung der Fundamentalgruppe verschieben wir auf eine 
spitere Ge]egenheit. 

~) Die bier abgeleiteten Abbildung~s~tze lassen sich ebensogut als S~ze fiber 
oberhalb stetige Zerlegungen yon kompakten abgesch|o~enen M~ngen auffassen. 
Ubcr diesen Begriff, der yon R. L. Moore [Prec. Nat. Ac. 10 (1924), S. 356--360, 
Trans. Am. Math. Soc. 27 (1925), S. 416--428] mid P. Alexandroff [Proc. Amsterdam 
28, Nr. 10, Math. Annalen 96, S. 555--.~71] eingeffih~ worden ist, bzw. unsere Ter- 
minologie, vg]. meine oben zitierte Arbeit Amst. Proc. 29, S. 443. 

~) Hausdorff, Mengenlehre I926,'S. 102. 
gO Wir verstehen miter dem (relativen) Produkt ~l-~ zweier Relationen ~ und 

jene Relation, welcho zwischen z und y dann und nut dann be~eht, wenn es ein z 
gibt, ffir welehes z g z mid z ~ y ~ Vgh W~itehead mid Russell, Principia mathe~ 
matica Bd~ I, Nr. 34. 

s~) R. E. Root, Am. Journ. Math. 36 (19t7), S. 90. Sind A mad B metrJscho 
R~ume, so kann auch der Produktr~um m e i n ~ ~ r  Weise metrisiert werden. 
Vg!. Hausdorff, Mengenlehre 1926, S. 102. 
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auf eine Menge B 8tet~g~ w e n n  das Gesamturbild jeder in B al~ 
geschlossenen Menge in A abgeseh]ossen ist. Ist B kompakt und abg~ 
sehlossen, so ist dies damit gleiehbedeutend, dal~ fiir jede konvergente 
Folge aus Axl ,  x~, . . .  mit dem Limes x~ die Gesamtbilder X 1, X~ , . . . ,  X~ 
der Beziehung lim sup Xi ~ X~ unterliegen. 

(11) Eine Abbildung ~ yon A au/ B ist dann und nur dann stetig, 
wenn ~ ' ~  stetig ist, d .h.  wenn ihre beiden uni/ormisierenden Kompo. 
nenten stetig sind. 

Denn: ~ ist ohnehin stetig. Wenn daher ~ 1  stetig ist, so auch 
~ 1 . ~ ~ .  Umgekehrt sei ~ stetig, xl,  x~, . . . ,  xo, seien Punkte 
yon A und es gelt~ lira x~-~xo,. Fiir die Gesamtbilder in B gilt 
Jim sup X ~  X~. Das Gesamtbild von x~ in R ist die Menge aller Paare (x~, y~), 
flit welohe y,e X, gilt, d.i. das Produkt {x , } .X , .  Aus lira x i = x,o mad 
lira sup X~ =-- X,o folgt nun li---m sup ({ x~}. X~)=__ {x,o}. X,o, womit ~ stetig ist. 

Nun kSnnen wir behaupten: 

(8d) Ist die kompakte abgesehlossene Menge ~ au] eine kompakte 
abgeschlossene Menge ~ beiderseits stetig so abgebildet, daft das Oesam~. 
bild ]edes Pun~tes von K und das Gesamturbild jedes Pun~tes yon 
null~ache nicht orientierte, bzw. orientierte Zykb~sen O-ter, 1- ter , . . . ,n . ter  
Dimension haben, dann ist die o-re, l * t e , . . . ,  n-re Z~zsammenhangs. bzw. 
Homologieqruppe yon ~ mit der yon K identisch. 

Denn au~ die beiden uniformisierenden Komponenten der Abbildung 
kann (8) angewendet werden. Ebenso zeigr man aus (8c):  

(Be) Unter den Voraussetzungen yon (8d) haben /fir ]c ~ n K und~ 
dieselbe Viel/achheit der k-ten nicht orientierten, bzw. orientierten Zyklose. 

Well nun jede stetige (mehr-mehr-deutige)Abbildung eines kom- 
pakten Raumes umkehrbar stetig ist~~ sind (8 d) und (Be) Verallgemeine- 
,angen yon (8 b) und (8 e). 

Die Ubereinstimmung yon K mit ~ in den ersten n Zusammenhang~ 
mad Homologiegruppen reieht nieh$ aus, um das Besf~hen einer den Vor- 
ausseC~ungen yon (8d) geniigenden Abbildung zu gew~ihrleis~nal). 

~9) Nach W. Hurewicz, Proe. Amsterdam 29 (1926), S. 1014--1017. 
8o) VgL Hurewicz, ~. a. 0., S. 1015, Anm. 1. 
81) Hierzu vgL den Auszug aus meinem Vortrag auf der Na~urforschervers~mm" 

lung in I~sseldoff (1926) .LPoer den hSheren Zusammenb~ug kompakter R~ume s 
(Jhrsber. d- deutscl~ Math. Ver. 35, Heft 9--12), wo weitere Invarianten dieser A~ 
]~fldungon aufgezeigt werden. (Zusatz bei der Korrektur.) 

(Eingegangen am 28. 6. 1926.) 


